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ними включеннями канонічної чи близької до 
неї форми [1,2]. У зв’язку з цим для математич-
ного моделювання ЕМП у складних геоелект-
ричних розрізах, які зустрічаються у процесі 
розв’язування різних геологічних задач, в 
останні роки на базі сучасних швидкодіючих 
комп’ютерів все ширше використовують чис-
лові методи. Однак найчастіше вживані для цієї 
мети в теперішній час методи скінченних різ-
ниць [3] та скінченних елементів мають певні 
недоліки, пов’язані з неточностями опису мо-
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В статье рассматривается квазистационар-
ная математическая модель процесса становления 
электромагнитного поля (ЭМП) в проводящем маг-
нитном полупространстве, содержащем два вклю-
чения произвольной формы с постоянными элект-
ропроводностью и магнитной проницаемостью. 
Используя специальное фундаментальное решение 
нестационарного уравнения теплопроводности, 
метод приграничных элементов и пошаговую вре-
менную схему единственного начального условия 
построены интегральные представления для нахо-
ждения компонент векторов напряженностей эле-
ктрической и магнитной составляющих поля в про-
извольной пространственно-временной точке. С 
помощью метода приграничных элементов исследо-
вано взаимное влияние нефте- и газоносных зале-
жей на распределение ЭМП на дневной поверхности 
и показаны пути распознавания их электромагнит-
ных и геометрических характеристик.  
 The quasi-stationary model of electromagnetic 
field spreading in a conductive magnetic half-space 
with two inclusions of arbitrary shape and constant 
conductivity and magnetic permeability is considered. 
Using the special fundamental solution of non-
stationary equation of heat conductivity, near-boundary 
element technique and the time marching scheme of 
unique initial condition, we construct the integral repre-
sentations to find the electromagnetic field strength vec-
tor components in an arbitrary space-time point. With 
the help of near-boundary element technique mutual 
influence of oil and gas deposits on distribution of elec-
tromagnetic field on Earth’s surface is investigated and 
recognition ways of their electromagnetic and geomet-
rical characteristics are shown. 
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делей, особливо у випадку безмежних та напів-
обмежених областей. Тому для тривимірних 
напівбезмежних середовищ, які містять локаль-
ні геометричні чужорідні включення, в неодно-
рідному зовнішньому полі, збудженому штуч-
ним джерелом, доцільно, на наш погляд, вико-
ристовувати непрямі методи граничних [4] або 
приграничних елементів [5]. 
Цією роботою ми розвиваємо і апробуємо 
підхід, запропонований в [6] для розв’язування 
прямих тривимірних квазістаціонарних задач у 
провідному магнітному зонально-однорідному 
півпросторі, і на базі побудованої там матема-
тичної моделі процесу становлення ЕМП до-
сліджуємо взаємний вплив двох нафто- та газо-
носних покладів на розподіл ЕМП на денній 
поверхні, здійснюючи тривимірну інтерпрета-
цію змодельованих площинних зондувань за 
допомогою трансформацій значень вертикаль-
ної компоненти вектора напруженості магніт-
ного поля у деякі позірні величини. 
Формулювання задачі. Земну кору з по-
кладами нафти і газу змоделюємо зонально-
однорідним півпростором, що займає область 
  ,x,x:x,x,xR   213213  
03  x , у декартовiй системi координат 
321 x,x,x  і містить два включення m  )3,2( m  
у формі паралелепіпедів розмірами 621  pp , 
33 p , розміщені на глибинах 32 h,h  від грани-
ці півпростору   ,x:x,x,x  1321  
032  x,x , (рис. 1). Включення пе-
ребувають в ідеальному електромагнітному 
контакті з  mmm\   3 21 , причому 
,m   m   гранична поверхня зони 
m . Містке середовище і включення характе-
ризуються постійними електропровiдностями 
m,1  і магнітними проникностями m,1  від-
повідно. Стороннім джерелом, яке збурювало 
ЕМП, враховуючи широке застосування чисто 
індуктивного способу збудження, була квадра-
тна рамка C1 зі стороною 52,h  . Припу-
щення, що вона знаходиться на глибині 
0101 ,h  , суттєво спрощує побудову розв’язку 
задачі і не впливає на точність обчислень. 
Залежність сили струму в рамці змінювалась 
синхронно і описувалась функцією   ,xi  
   xCi1  де  321 x,x,xx  ,    час,  1  – 
закон одиничного ступеня, який відповідає 
вмиканню джерела постійного струму в момент 
часу 0 , )x(Ci   проекції одиничного 
вектора, колінеарного дотичній до контуру C в 
точці Cx . 
Допускаємо, що в початковий момент часу 
спостерігається нульовий розподіл напру-
женості електричного поля (ЕП) у місткому 
середовищі й включеннях, і на денній поверхні 
  теж задано нульовий розподіл компонент 
вектора напруженості ЕП. 
Квазiстацiонарна модель для знаходження 
компонент вектора напруженості ЕП 
),x(EE ii 




i   у 
включеннях складається [6] з системи рівнянь 
теплопровідності 
 
Рисунок 1  Геоелектрична модель півпро-























































1  (3) 
та початкових умов 
,3,2,1,,0  sxE s
s
i    за  =0,         (4) 
де:    оператор Лапласа;  
)(   дельта-функція Дірака; 
T = {:0<<},  
))(),(),(( 321 xnxnxnn    одинична зовнішня 
нормаль до mm   11 . 
Методика розв’язування. Запишемо 
інтегральні зображення розв’язку задачi (1)-(4) 
для компонент ),x(E si   ( 321 ,,s ) та їх похідних 
за координатами та нормаллю, використовуючи 
методику, яка грунтується на непрямому методі 































































































22   i iyr  ,
3
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2'2'   i iyr  
,xy iii   ),,i(xy ii
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i 21  ,xy
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333   
,R),,( 3321    ,T4   



























hci 0  
.)(dC)(C),,,x(F)F(I
C
ici   01111  
),x(siv
s
iv     невiдомі компоненти 
“фiктивних” джерел струму, введених у пригра-
ничних елементах svG  )V,...,v( s1 . 
Дискретно-континуальну модель ЕМП в 
зонально-однорідному провідному магнітному 
півпросторі побудуємо для покрокової часової 
схеми “єдиної початкової умови” (СЄПУ) [4,5]. 
Для зручності опису залежності ),x(siv   від 
часу часовий промінь T розіб’ємо на інтервали 
Tk=]k-1, k] (k=1,2,..., 0=0)  і в межах кожного 
Tk (k= ,K,...,1  K>1) для спрощення алгоритму 
функції ),x(siv   апроксимуємо невідомими кон-
стантами sivkd . Для їх знаходження, використа-
вши (5),(7), запишемо систему лiнiйних 
алгебричних рівнянь (СЛАР), вимагаючи на 
кожному кроці за часом виконання в коло-
кацiйному сенсi умов ідеального контакту (4) в 
























































































































































































   
 ),,,x(Q kk
s







































































  . 
Підставивши одержані як розв’язок систе-
ми (8), (9) значення sivkd  в (5), знайдемо компо-
ненти вектора напруженості ЕП ),x(E si   на  
K-ому кроці за часом для будь-яких точок спо-
стереження s
spx   )P,...,p( s1  у півпросторі, 
















.KK  1                      (10) 
Для обчислення похідної за часом від ком-
понент вектора напруженості магнітного поля 



















































  (11) 
де              ),,,x(Q kk
s




















для різних l використовуються різні пари індек-
сів i та j, зокрема, для 1l  вибираємо ,j,i 23   
для 2l   ,j,i 31   для 3l   .j,i 12   Заува-
жимо, що за K   використовуємо формули, 




















Числові дослідження. Оскільки промис-
ловість висуває до науковців нові вимоги щодо 
достовірності кількісного прогнозу нафтогазо-
носності надр з диференціально роздільною 
оцінкою розташування ресурсів нафти і газу як 
по площі, так і з глибиною, нами досліджува-
лись закономірності зміни характеристик ЕМП 
залежно від взаємного розташування двох наф-
то- та газоносних покладів – з метою формулю-
вання практичних рекомендацій у процесі роз-
пізнавання декількох локальних нафтогазонос-
них неоднорідностей та виділення зон найбі-
льшої концентрації ресурсів нафти і газу. Цього 
цілком достатньо для вияснення основних за-
кономірностей складних розрізів, оскільки збі-
льшення числа включень буде викликати на 
графіках лише появу додаткових елементів, які 
повторюються.  
Граничну поверхню паралелепіпеда, яким 
моделюється кожний поклад, розбивали на 16 
граничних елементів і на них будували пригра-
ничні елементи висотою 0,5, тобто СЛАР (8),(9) 
складалась з 64 рівнянь. Відзначимо, що розмі-
рності всіх фізичних величин (час, коефіцієнти 
електропровідності та магнітні проникливості, 
напруженості електричного та магнітного по-
лів) вибирались у системі СІ. Усі геометричні 
параметри є безрозмірними, оскільки з ураху-
ванням критерію подібності вони зменшені по-
рівняно з реальними в сто разів.  
Традиційний спосіб одержання візуалізо-
ваної інформації з електророзвідувальних да-
них полягає в трансформації значень напруже-
ностей електричного і магнітного полів у різні 
позірні величини. Вона здійснюється шляхом 
порівняння даних, одержаних для реального 
змодельованого об’єкта з даними для однорід-
ного середовища з урахуванням геометрії жи-
вильного та приймального устаткування. Для 
визначення місця залягання покладів, оцінки їх 
ЕМ характеристик та об’єму, еквівалентного 
запасам сировини, нами розглянуті елементи 
тривимірної інтерпретації площівних зондувань 
на основі трансформацій значень вертикальної 
компоненти вектора напруженості МП за ана-






















 . Тут 
),x(H 03  – значення вертикальної компоненти 
вектора напруженості МП в однорідному пів-
просторі ( 1132    См/м, 
7
0132 104
   Гн/м).  




33 0   для 
двох нафтових покладів ( 132 250  ,  См/м, 
032 999940  ,  Гн/м), розміщених на глиби-
нах 232 hh  (а,б) та 32 32  h,h  (в,г), від від-
стані L між ними в моменти часу 751,  мкс 























а)      б) 
























в)       г) 
Рисунок 2 – Залежність трансформацій ЕМП над покладами від відстані між ними 
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(а,в) та 52,  мкс (б,г). Центр рамки співпадає 
з центром покладу, який займає область 2 , 
надалі його називатимемо першим покладом, а 
поклад, що займає область 3 , – другим. Криві 
з символами , ,  відповідають L=1,2,4, з 
метою порівняння тут також наведено аналогі-
чні величини для півпростору з одним покла-
дом, який займає область 2  (штрихова кри-
ва). Аналогічні числові дослідження проведено 
і для газових покладів ( ,, 132 10    
032 000081  , ). Оскільки основні закономі-
рності зберігаються і виявились подібними до 
тільки що розглянутих, ми навели тільки деякі 
результати щодо горизонтально розташованих 
на глибині 232 hh  газових покладів для L=2 
у момент часу 52,  мкс (рис. 2б, крива з сим-
волами ). 
На рис. 3 зображено графіки залежності 
)h,,x(Hx 113 0  від глибини залягання другого на-
фтового покладу в момент часу 52,  мкс для 
L=1 (а), L=4 (б), криві з символами , ,   
відповідають 3h =2,3,4.  
Аналогічні трансформації над двома вер-
тикально розташованими ( 62 32  h,h ) нафто-
вими (криві з символами ) та газовими (криві 
з символами ) покладами у момент часу 
52,  мкс відображені на рис. 4, для порів-
няння тут зображені також графіки для одного 
покладу (нафтові – криві без символів, газові – 
криві з символами ). Рис. 5 містить графіки 
залежності )h,,x(Hx 113 0  від місцезнаходження 
рамки у різні моменти часу над двома нафто-
вими покладами, розташованими на глибині 
232 hh , для випадку L=2. Зображено такі си-
туації: центр рамки співпадає з центром першо-
го покладу (суцільні криві), центр рамки змі-
щений відносно центру першого покладу на 0,8 
(штрихові криві), центр рамки знаходиться між 
покладами (криві з символами).  
За графіками на рис. 2,3 можна оцінити 
співвідношення між коефіцієнтами електро-
провідності середовища і покладу, а також ви-
явити горизонтальні розміри покладів, які про-
являються у вигляді плато. Відмінний від попе-
редніх характер кривих на рис. 4 свідчить про 
вертикальне розташування об’єктів. За асимет-
рією кривих над першим покладом на рис. 5 
можна зробити висновок про неспівпадання 
центру рамки з центром цього покладу. 











Рисунок 4 – Трансформації ЕМП  
над вертикально розташованими  
нафтовими та газовими покладами 
 
Одержані графіки свідчать про підвищену 
роздільну здатність індуктивних імпульсних 
електророзвідувальних методів порівняно з ме-
тодами постійного струму, зокрема, з електро-
профілюванням за допомогою серединних гра-
дієнтів та других різниць потенціалу [8], оскі-
льки навіть за достатньо малої відстані між по-
кладами останні фіксуються як різні об’єкти, а 
не як один більших розмірів. 
Дана робота є наступним етапом порівняно 
з [6] у процесі створення оперативної тривимі-
рної системи інтерпретації площинних даних, 
яка об’єднує програмне забезпечення для 
розв’язування прямої задачі та елементи розпі-
знавання для оберненої.  
Подібні допоміжні криві для виявлення 
геометрії та ЕМ характеристик включень мож-
на побудувати і на базі горизонтальних компо-
нент векторів напруженостей електричного та 
магнітного полів, одержаних за профілями чи 






















а)       б) 
Рисунок 3 – Залежність трансформацій ЕМП від глибини залягання другого покладу 
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як функції від часу. Здійснити таку побудову, 
оцінити переваги і недоліки різних трансфор-
мацій, а також розглянути уточнену модель  
нафтового покладу ми плануємо в подальших 
дослідженнях. 
Висновки. Наведені вище поки що фраг-
ментарні дані дозволяють зробити деякі мето-
дичні висновки: 
1) математичне моделювання непрямим 
методом приграничних елементів доцільно і 
перспективно використовувати для вибору ра-
ціонального комплексу електрометричних спо-
стережень і успішного його застосування в 
процесі вивчення складних геоелектричних не-
однорідностей, зокрема, нафтогазових покла-
дів; 
2) індуктивні імпульсні електророзвідува-
льні методи можуть з успіхом застосовуватись 
для оконтурення і розчленування системи ви-
сокоомних включень типу нафтогазових родо-
вищ, тобто для виділення в складі потенційно 
нафтогазоносних територій зон нафтогазо-
накопичення і скупчення; 
3) загальними сприятливими умовами для 
оконтурення і дослідження локальних неодно-
рідностей з провідністю, нижчою, ніж містке 
середовище, в тому числі нафтогазових покла-
дів, треба вважати співрозмірну з горизонталь-
ними розмірами (чи меншу) глибину їх заля-
гання. 
Одержані результати можуть бути викори-
стані для створення методів розпізнавання в 
різних прикладних галузях математичної 
фізики, зокрема, у пошуковій геофізиці для 
оконтурення покладів корисних копалин, у ма-
терілознавстві та дефектоскопії для визначення 
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а)        б) 
Рисунок 5 – Залежність трансформацій ЕМП від місцезнаходження рамки 
 
 
